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RESUMEN 
 
En el presente trabajo se describe el proceso de identificación y control adaptativo 
de un helicóptero de dos grados de libertad, el cual es construido a partir del 
diseño realizado en el proyecto de grado para optar al título de tecnología en 
mecatrónica de los autores. [1]   
Inicialmente se realiza una identificación fuera de línea para estimar algunos 
parámetros iniciales del sistema, una vez obtenidos estos se procede a realizar el 
diseño de los controladores adaptativos para cada una de las variables, luego se 
acopla el sistema y se prueban las diferentes estrategias de control, definiendo 
cual es la más adecuada para el proceso.  
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INTRODUCCIÓN 
 
Los helicópteros a escala son un modelo de vehículo aéreo no tripulado que han 
causado gran interés por parte de la comunidad científica, debido a la gran 
influencia de los efectos aerodinámicos, al alto grado de interacción de sus 
variables y a sus características no lineales, que hacen que estos sistemas sean 
difíciles de maniobrar.  Por lo tanto sin una teoría de control bien desarrollada no 
se podrían tratar estos dispositivos de manera inteligente. [1] 
Para el estudio de la ingeniería de control y los sistemas aerodinámicos algunos 
fabricantes ofrecen modelos didácticos de helicópteros de 1, 2 o 3 grados de 
libertad, para los cuales los estudiantes deben desarrollar diferentes estrategias de 
control con el fin de obtener el mejor funcionamiento del sistema.  Sin embargo, al 
venir estos ya fabricados, limitan la experiencia a los estudiantes de modelar, 
diseñar y construir un prototipo en el cual se puedan enfrentar a todos los 
inconvenientes que esto conlleva. Los cuales proporcionan una base para el 
análisis de los acontecimientos reales, una base racional para la planificación de 
experimentos y pruebas, que ayudan al aprendiz a diseñar de manera inteligente. 
[1] 
En este proyecto se pretende mostrar la construcción de un sistema MIMO 
(múltiples entradas, múltiples salidas), sobre el cual se van a implementar algunas 
estrategias de control adaptativo que permitan la regulación del sistema.  Para lo 
cual inicialmente se tratará el sistema fuera de línea manejando las variables de 
manera independiente, con el fin de identificar el comportamiento del sistema y 
sus características dinámicas.  Una vez hecho esto se implementará los 
controladores adaptativos y se acoplara el sistema, haciendo pruebas para 
determinar la acción de control que mejor tenga efecto sobre el proceso. 
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Capítulo 1 
 
Descripción y modelo 
matemático  
 
A continuación se presenta una descripción matemática de un helicóptero de dos 
grados de libertad en donde se muestran las ecuaciones que rigen el 
comportamiento de los diferentes elementos del sistema y los parámetros 
generales de operación.   
 
1.1 Helicóptero  de dos grados de libertad 
 Un helicóptero de dos grados de libertad es un mecanismo que consta de un 
cuerpo o estructura que está sujeta a una base central, sobre la cual se generan 
dos movimientos angulares, uno sobre el eje z llamado w y el otro sobre el eje x 
llamado θ.  En cada extremo del cuerpo del helicóptero se encuentra un motor con 
una hélice acoplada, los cuales son los encargados de generar el empuje 
necesario para mover el sistema.  
Estos mecanismos son de gran interés para los estudios de control, debido a la 
gran influencia de los efectos aerodinámicos, al alto grado de interacción de sus 
variables y a sus características no lineales.  Presentando así un reto para los  
ingenieros, los cuales deben diseñar técnicas de control robustas que permitan 
regular estos sistemas. 
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Figura 1.0  Helicóptero de dos grados de libertad.  [2] 
 
1.2 Ecuaciones del sistema 
A pesar de que para el desarrollo de este proyecto no es necesario conocer el 
modelo dinámico del sistema, se hace uso de este para mostrar la complejidad del 
mecanismo a controlar. 
El modelo que se muestra a continuación es tomado del manual del helicóptero de 
dos grados de libertad distribuido por la empresa “feedback instruments limited” 
(ver figura 1.0).  En este se describe el helicóptero mediante un sistema de 
ecuaciones no lineales, en las cuales se encuentran todas las características 
electromecánicas de la planta. [2] 
Para el movimiento rotacional alrededor del eje z, se presenta la siguiente 
sumatoria de momentos. 
    ̈                                         (1.0) 
Donde   corresponde al momento de inercia del rotor vertical.  Los momentos que 
intervienen en la ecuación (1.0), se muestran a continuación. 
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 Características no lineales del motor 1 (M1) 
        
                                                       (1.1) 
Donde    y    son características estáticas del sistema y   se 
expresa en la ecuación (1.6).  
 Momento gravitacional (MFG) 
                                                                   (1.2) 
  Donde  es el momento de gravedad. 
 Momento de las fuerzas de fricción (MBW) 
         ̇            ̇                                 (1.3) 
Donde     y     son parámetros función del momento de inercia. 
 Momento de giro (MG) 
             ̇        ̇                                       (1.4) 
  Donde     es un parámetro de momento de giro 
 Momento de reacción (MR1) 
   ̇      
      
   
 
   
   
       
       
   
   ̇                  (1.5) 
Donde     y     son parámetros del momento de reacción y     
corresponde a la ganancia del momento de reacción, mientras que    
se expresa en la ecuación (1.11). 
 
Las características del motor 1 son aproximadas mediante un modelo de primer 
orden representado por la ecuación (1.6). 
  ̇   
   
   
        
  
   
                                            (1.6) 
Donde     y     son parámetros denominadores del motor 1 y    
corresponde a la ganancia.  Mientras que       es una entrada del 
sistema.  
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Para el movimiento rotacional alrededor del eje x, se presenta una ecuación de 
momentos similar a la anterior. 
    ̈                                                       (1.7) 
Donde    es el momento inercial del rotor horizontal.  Los momentos que 
intervienen en la ecuación (1.7) se muestran a continuación. 
 Características no lineales del motor 2 (M2) 
        
                                                      (1.8) 
 Donde    y    son características estáticas del sistema y   se 
expresa en la ecuación (1.11).  
 Momento de las fuerzas de fricción (MBθ) 
         ̇            ̇                                    (1.9) 
 Donde     y     son parámetros función del momento de inercia. 
 Momento de reacción (MR2) 
   ̇      
      
   
 
   
   
       
       
   
   ̇             (1.10) 
Donde     y     son parámetros del momento de reacción y     
corresponde a la ganancia del momento de reacción, mientras que    
se expresa en la ecuación (1.6). 
 
Características del motor 2, al igual que el motor 1 presenta un modelo 
aproximado  de primer  orden.  
  ̇  
  
   
       
   
   
                                           (1.11) 
Donde     y     son parámetros denominadores del motor 2 y    
corresponde a la ganancia.  Mientras que       es otra entrada del 
sistema. 
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1.3 Modelo no-lineal 
A partir de las ecuaciones descritas anteriormente se plantea el modelo no lineal 
que describe el comportamiento y la dinámica del sistema. 
Reemplazando las ecuaciones (1.1), (1.2), (1.3), (1.4) y (1.5) en la ecuación (1.0) 
se obtiene. 
  
     
                      ̇          ̇ 
  
                                                                
                                                              
          
   ̇                 ̇         
  
          (1.12) 
Reemplazando la ecuación (1.11) en la ecuación (1.5) 
   ̇   
   
   
 (
   
   
 
           
       
)     
          
       
               (1.13) 
Reemplazando la ecuación (1.6) en la ecuación (1.10) 
   ̇   
   
   
 (
   
   
 
           
       
)     
          
       
                 (1.14) 
Reemplazando las ecuaciones (1.7) y (1.8) en la ecuación (1.6) 
 ̈  
     
             ̇         ( ̇)    
  
                                        (1.15) 
Organizando el modelo mediante el uso de variables auxiliares se puede reescribir 
el comportamiento de la planta como una serie de ecuaciones diferenciales de 
primer orden no lineales, que representan el modelo de estados. 
  ̇   ̇         (1.16) 
  ̇  
     
                                    
  
                                                            
                                                           
          
                                
  
     (1.17) 
  ̇   ̇           (1.18) 
  ̇  
     
                              
  
                                       (1.19) 
  ̇   
   
   
    
  
   
                                                               (1.20) 
16 
 
  ̇   
   
   
    
  
   
                                                               (1.21) 
  ̇   
 
   
    (
   
   
 
           
       
)     
          
       
                (1.22) 
  ̇   
 
   
    (
   
   
 
           
       
)     
          
       
                 (1.23) 
Donde   
         ̇   ̇      
     ̇    ̇   ̈ 
         ̇   ̇                            
     ̇           ̇   ̈ 
          ̇    ̇ 
          ̇    ̇ 
           ̇     ̇  
           ̇     ̇  
1.4 Modelo lineal 
Se linealizan las ecuaciones (1.16), (1.17), (1.18), (1.19), (1.20), (1.21), (1,22) y 
(1.23) alrededor del punto de operación cero, para obtener un sistema 
multivariable expresado mediante ecuaciones de estado lineales. 
   ̇                                                                                                      (1.24) 
   ̇  
                         
  
                                                                 (1.25) 
   ̇                                                                                                       (1.26) 
   ̇  
                   
  
                                                                           (1.27) 
   ̇   
   
   
     
  
   
                                                                          (1.28) 
   ̇   
   
   
     
  
   
                                                                           (1.29) 
   ̇  (
   
   
 
           
       
)      
 
  
     
          
       
                              (1.30) 
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   ̇  (
   
   
 
           
       
)      
 
   
     
          
       
                             (1.31) 
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Capítulo 2 
 
Control adaptativo 
 
En este capítulo se concentra toda la contextualización para el diseño de los 
controladores adaptativos que se usaron en el desarrollo del proyecto.  Un 
complemento de la teoría mostrada a continuación se presenta en el apéndice A. 
 
2.1  Reguladores auto-ajustables (STR) 
Este tipo de controlador cuenta con dos bucles, un lazo interno que es el control 
por realimentacion y un lazo externo que se compone de un estimador recursivo 
mas un diseñador del controlador. [3] 
La estimación recursiva del modelo de la planta, toma de manera continua las 
variables de entrada, salida y perturbaciones del proceso, generando unos 
parámetros de estimación, los cuales son usados en el bloque de diseño del 
controlador para calcular los parámetros de control.  Estos últimos sirven para 
calcular los valores de entrada a la planta para cada periodo de muestreo.  De 
esta manera la efectividad del controlador depende de una técnica de estimación 
de parámetros robusta y de buen resultado. [4] 
La figura 2.0 muestra el diagrama de bloques de un controlador adaptativo STR.  
Asumiendo este como el controlador a usar en el proyecto, a continuacion se 
define la ley de control a implementar y el algoritmo de estimacion de parametros. 
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Figura 2.0  Diagrama de bloques de un controlador con auto-ajuste.  Fuente: autores. 
 
2.2  Sistema de seguimiento con acción integral 
El principio básico de este controlador es introducir el acumulado del error en la 
señal de control, haciendo uso de un integrador como se muestra en la figura 2.1.  
Por medio de este y la realimentación de las variables de estado se logra reducir 
las perturbaciones de carga y las fluctuaciones creadas por el error en la medida 
que se inyecta al sistema, además de solucionar el problema de seguimiento. 
 
Figura 2.1  Diagrama de bloques del sistema de seguimiento con acción integral y 
observador.  [6] 
El sistema mostrado puede ser descrito de la siguiente forma: 
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                                                            (2.0) 
                               
                     ̃        ̃                   ̃     
                                    
                            ̃           
Este sistema se puede escribir en forma matricial definiendo un vector de estados 
aumentado de la forma. 
       [
  
   
]      [
 
 
]                                 (2.1) 
     [  ]                                                          (2.2) 
Con una ley de control 
      [    ]                                                    (2.3) 
El vector de  ganancias [L -LI] se determina con la fórmula de ackermann, si el 
sistema es controlable. 
 
2.3  Identificación de sistemas  
El algoritmo de identificación de parámetros es una parte importante de los 
sistemas adaptativos.  Este consiste en adquirir un modelo a partir de 
observaciones obtenidas directamente del propio sistema que se pretende 
modelar.  Esto con el propósito de calcular unos parámetros de control robustos 
que permitan seguir y estabilizar el sistema. [8] 
Existen varias formas para realizar la estimación de un proceso, pero de forma 
más general se pueden distinguir dos categorías: identificación en línea e 
identificación fuera de línea.   
 
2.3.1  Identificación fuera de línea  
En este caso se toman los datos de las series medidas y se consignan en 
matrices, para después ajustar el modelo haciendo uso de estas. [7] 
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Suponga una función de transferencia de n orden de la forma: 
     
   
      
          
  
                     
                                      (2.4) 
La cual es expresada como una ecuación en diferencias: 
                                                       (2.5) 
Expresando la ecuación (2.5) en forma vectorial se obtiene: 
     [                            ]
[
 
 
 
 
 
  
 
  
  
 
    ]
 
 
 
 
 
          (2.6) 
La ecuación (2.7) muestra el sistema (2.6) de manera simplificada. 
                                                                             (2.7) 
Donde los valores de A y B son datos medidos experimentalmente de las entradas 
y salidas del proceso, mientras que X corresponde a los parámetros desconocidos 
del sistema. 
Haciendo uso del método de mínimos cuadrados se puede despejar X como se 
muestra en la ecuación (2.8). 
                                
                                                                (2.8) 
Una vez obtenidos los valores de X, se procede a reconstruir la función de 
transferencia (2.4), o para el caso de este proyecto el modelo en espacio de 
estados. 
 
2.3.2  Identificación en línea  
En este método de identificación, la estimación se realiza con las medidas 
obtenidas en tiempo real. [9] 
Para la identificación en línea existen varios algoritmos de identificación, en este 
proyecto se hará uso del algoritmo de mínimos cuadrados, el cual tiene la forma: 
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 ̂      ̂      
            
                     
              ̂                    (2.9) 
Donde φ y  ̂ corresponden a A y X de la ecuación (2.7) respectivamente.  Mientras 
que P es la matriz de covarianza que está dada por: 
            
                         
                     
                                 (2.10) 
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Capítulo 3 
 
Construcción  
 
A continuación se muestran algunos detalles de la construcción mecánica del 
prototipo sobre el cual se van a desarrollar los controladores, tomando como base 
el diseño realizado en el proyecto para optar al título de tecnología de los autores, 
además se presenta la parte eléctrica y electrónica que no se había tratado en el 
anterior trabajo.  También se muestra como se adecuaron las señales de entrada 
y salida del sistema, parte necesaria para dar paso al diseño de los controladores. 
 
3.1 Construcción mecánica 
Basados en los modelos de los helicópteros distribuidos por las empresas 
feedback-instruments y Quanser, se crea el diseño mostrado en la figura 3.0, a 
partir de este se inicia la construcción del prototipo con algunas modificaciones 
menores que permitirán un mejor funcionamiento del sistema.  
Con excepción de los motores, las hélices y sus soportes, los cuales fueron 
comprados, los componentes restantes fueron mecanizados mediante un proceso 
de arranque de viruta.  Y algunos fueron pasados por un proceso de galvanización 
con el fin de evitar el óxido, como es el caso de la base principal y los ejes, las 
partes restantes no pasaron por este acabado debido a que fueron hechas en  
aluminio.  En el caso  de la silueta que está fabricada en acrílico, fue dibujada 
usando una cortadora laser para poder dar todas las curvas y formas de esta. 
Las partes del prototipo se pueden apreciar en la figura 3.1. 
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Figura 3.0  Diseño de helicóptero de dos grados de libertad elaborado en SolidWorks.  [1] 
 
 
Figura 3.1  Partes principales del helicóptero de dos grados de libertad.  Fuente: autores. 
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Una vez ensamblado el helicóptero, se ubica en una posición cero, para 
establecer los rangos de operación para la cabeza y la cola del mismo.  Los cuales 
son de -30° a 30° y de -120° a 120° respectivamente. 
A diferencia del diseño inicial, este mecanismo cuenta con unos contrapesos que 
permiten estabilizar la posición angular de la cabeza del helicóptero en un punto 
de operación cero, sin interferir con el funcionamiento de las demás variables.  
Además se añadieron algunos componentes que permitirán bloquear uno de los 
dos movimientos en caso de que solo se quiera manipular una de las variables. 
El ensamble del mecanismo se muestra en la siguiente imagen. 
 
Figura 3.2  Helicóptero ensamblado.  Fuente: autores. 
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3.2  Parte eléctrica y electrónica  
Esta parte está orientada a todos los elementos eléctricos y electrónicos que son 
necesarios para el control del sistema.  Como se indicó al inicio, los movimientos 
angulares del helicóptero son generados por el giro de los motores con sus 
hélices, por tanto se asume estos como los actuadores del proceso.  En tanto a la 
parte sensitiva del proyecto se realiza con un giroscopio, el cual mediante la 
integración de su señal arrojara los valores de la posición angular.   
En la figura 3.3 se muestra un diagrama de bloques que ilustra las conexiones de 
los componentes mencionados.  Algunos aspectos técnicos de los componentes 
usados para la implementación de esta planta se muestran en el apéndice B. 
 
 
Figura 3.3  Diagrama de bloques del sistema.  Fuente: autores. 
En este caso el controlador se trata de un computador portátil, el cual haciendo 
uso de una tarjeta Arduino controla y adquiere los datos del sistema desde el  
microcontrolador.  Esto gracias al NI LabVIEW Interface for Arduino Toolkit de 
LabVIEW.  Que permite usar la placa como una tarjeta de adquisición de datos, 
para así analizar los datos usando las diferentes bibliotecas integradas de este 
programa y desarrollar los diferentes algoritmos que permitan el control del 
proceso. 
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 3.3  Adecuación de señales 
En esta parte se expone el procesamiento que se hace a las lecturas del 
giroscopio y el tratamiento hecho a la señal de control que indica la velocidad y 
sentido de giro de los motores.   
 3.3.1  Lectura de datos 
Debido a que el sensor trasnmite los datos usando comunicación I2C se debe 
configurar algunos parametros para la captura de datos.  En la siguiente figura se 
muestran los bloques que hacen parte de este proceso.  
 
Figura 3.4.  Bloques de configuración para la comunicación del sensor.  Fuente: autores. 
Donde los bloques que están por fuera del ciclo son los encargados de configurar 
la  dirección, escala y ciclo de reloj para la comunicación.  Mientras que el bloque 
dentro del ciclo arroja los valores de las velocidades angulares medidas.  Estos 
subprogramas fueron tomados del foro de la National Instruments [14]. 
Sin embargo, estas lecturas presentan ruidos y algunas de ellas presentan error 
de estado estacionario, por lo cual se hace necesario la fabricación de un filtro.  
Este último se compone de tres etapas, en la primera, la señal del giroscopio es 
restada con el valor promedio del error de estado estacionario y luego es 
umbralizada entre -100 y 100, de esta manera solo se presentara un cambio en la 
señal cuando la entrada supere estos umbrales.  Para este proceso se establecen 
las condiciones de manera textual, como se muestra en la figura 3.5. 
En la segunda parte del filtro la señal es integrada, convirtiendo la velocidad 
angular en posición angular, para ello cada entrada es multiplicada por el tiempo 
de muestreo (100 ms) y sumada con su valor anterior, para finalmente pasar a la 
última etapa, donde se escala la señal de salida en valores que van de 0° a 360°.  
Estas etapas se muestran en la figura 3.6. 
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Figura 3.5  Etapa 1 del filtro, umbralización.  Fuente: autores. 
 
 
Figura 3.6  conversión de velocidad angular a posición angular.  Fuente: autores. 
 
3.3.2 Adaptación de la señal de control 
Debido a que la señal de control debe trasmitirse a los motores haciendo uso de 
un driver (Ardumoto), se diseña un subprograma que permita ejecutar la acción de 
control, teniendo en cuenta el funcionamento de este.  El driver ajusta la velocidad 
de los motores por medio de una señal de entrada PWM y ajusta el sentido de giro 
usando dos señales digitales que indican la direccion. 
En el siguiente diagrama se muestran los bloques del subprograma, donde se 
puede apreciar como la señal de control es manipulada de tal manera que su 
salida varie de 0 a un limite x, donde este es dado según la velocidad maxima de 
giro que se desee.  En tanto a la direccion de giro se dispone de dos salidas 
digitales que cambian sus estados según el signo de la señal de control. 
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Figura 3.7.  Adaptación de la señal de control.  Fuente: autores. 
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Capítulo 4 
 
Identificación y diseño de 
controladores  
 
En esta sección se hace la identificación del sistema fuera de línea y en línea, 
manejando inicialmente variables independientes y diseñando los controladores 
como si se tratara de sistemas SISO (una entrada, una salida), para después 
realizar el acople de estos y obtener el controlador multivariable.  En el apéndice C 
se pueden observar los códigos. 
4.1  Identificación y control fuera de línea  
Suponiendo que en el sistema se van a trabajar las variables de manera 
independiente y tomando como base el modelo matemático del helicóptero 
descrito en el capítulo 1, se hace una aproximación de una función de 
transferencia de tercer orden para cada una de las variables. 
   
    
    
 
   
        
              
                                                       (4.0) 
Cuyos parámetros β y α serán estimados de manera experimental con un tiempo 
de muestreo de 100 ms. 
4.1.1  Identificación y control de la cola 
Limitando el movimiento de la cabeza del helicóptero, he introduciendo valores de 
forma experimental para generar movimientos en todo el rango de operación de la 
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cola, se obtienen una serie de valores de entrada u(k) y salida y(k).  Los cuales 
son ordenados de la forma (2.6) para obtener las matrices A y B necesarias para 
aplicar la ecuación (2.8), que entrega los valores β y α con los que se reconstruye 
la función de transferencia (4.0).   
   
                        
                        
                                                      (4.1) 
Aplicando una función escalón a la ecuación (4.1) se tiene una respuesta como la 
mostrada en la figura 4.0. 
 
Figura 4.0  Respuesta del sistema estimado de la cola.  Fuente: autores. 
Representando este sistema en espacio de estados se obtienen las siguientes 
matrices: 
  [
                 
   
   
]     [
 
 
 
]    [                   ]       (4.2) 
Las cuales son usadas para determinar las ganancias del observador y el 
controlador, que para este caso se usó un sistema de seguimiento con acción 
integral debido a la facilidad con que este elimina los errores de estado 
estacionario. 
Definiendo de manera empírica unos polos deseados para el observador en 0.3 y 
unos polos deseados para el sistema aumentado en 0.85 se hace uso de la 
fórmula de Ackermann para calcular los valores de las ganancias del sistema. 
  [                    ]                    [
        
        
        
]                (4.3) 
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En la siguiente imagen se visualiza el codigo usado para el calculo de la funcion 
de transferencia anterior y sus respectivas ganancias, donde los valores de X y U1 
corresponde a la salida y entrada del sistema respectivamente, con los cuales se 
organizan las matrices A y B para calcular los valores ya mencionados. 
 
Figura 4.1  Calculo de función de transferencia y ganancias del controlador.  Fuente: 
autores. 
El esquema completo de control se muestra a continuación, este comprende una 
etapa de lectura de señal y referencia, que se encuentra en la parte de la derecha, 
en el centro se encuentra el bloque de procesamiento y control, este se encarga 
de calcular los valores de la señal de salida que son saturados y entregados al 
bloque de salida PWM. 
 
Figura 4.2  Sistema de control completo para la regulación de una variable.  Fuente: autores. 
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4.1.2  Identificación y control de la cabeza 
Repitiendo el experimento anterior, pero esta vez limitando el movimiento de la 
cola, se obtiene una función de transferencia (4.4). 
   
                            
                         
                                                             (4.4) 
La cual tiene una respuesta ante una función escaló como la que se muestra en  la 
figura 4.3. 
 
Figura 4.3  Respuesta del sistema estimado de la cabeza.  Fuente: autores. 
Representando este sistema en espacio de estados se obtienen las siguientes 
matrices: 
  [
                  
   
   
]     [
 
 
 
]    [                       ]  (4.2) 
Usando los mismos polos deseados que en el caso anterior se hace uso de la 
fórmula de Ackermann para calcular las ganancias del sistema. 
  [                    ]                    [
        
        
        
]                (4.3) 
Los procesos de captura de datos, identificación del sistema y cálculo de 
ganancias para los controladores fuera de línea es igual que para el caso anterior. 
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4.1.3  Controlador MIMO fuera de línea 
Una vez identificado y controlado el sistema de manera independiente, se montan 
ambos controladores sobre la planta como se muestra en la figura 4.4. 
 
Figura 4.4  Diagrama de bloques de un controlador MIMO fuera de línea.  Fuente: autores. 
En donde cada controlador manipula una variable en el mismo instante de tiempo, 
corrigiendo las perturbaciones que una variable causa sobre la otra.   
 
4.2  Identificación y control en línea  
Al igual que en el caso anterior se supone un sistema de la forma (4.0), para cada 
una de las variables, el cual es estimado en cada iteración por el algoritmo de 
identificación en línea mínimos cuadrados.  Sin embargo, este debe realizar la 
estimación antes de comenzar a ejecutar la acción de control.  Como se especifica 
en la imagen 4.5. 
 
Figura 4.5  Etapas del controlador en línea.  Fuente: autores. 
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Para acelerar el proceso de identificación del sistema se usan los valores α y β 
estimados en el proceso anterior como datos iniciales del algoritmo. 
4.2.1  Identificación y control de cola y cabeza independientes 
De la misma manera que en los experimentos anteriores, se limita uno de los 
movimientos y se introducen valores que hagan que la parte a controlar se mueva 
dentro de su  rango de operación.  Después de un tiempo considerable, en donde 
ya se hayan identificado los parámetros del sistema se procede a activar la 
segunda etapa donde se estiman los parámetros de control y se calcula la señal 
de entrada del sistema. 
En este caso también se usa un sistema de seguimiento con acción integral.  
Definiendo unos polos en cero para las ganancias del observador y polos en 0.85 
para el modelo aumentado del sistema, en ambas variables. 
 
Figura 4.6  Sistema de identificación y control en línea.  Fuente: autores. 
Este sistema es un poco más sencillo en construcción que el anterior, debido a 
que este se realiza en un solo programa (labVIEW).  En este resaltan dos bloques, 
en el bloque de abajo se encuentra el algoritmo de identificación mínimos 
cuadrados describiendo las ecuaciones (2.9) y (2.10), mientras que en el bloque 
superior se encuentra la reconstrucción del sistema en espacio de estados y el 
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cálculo de las ganancias de los controladores, además de la ley de control descrita 
por las ecuaciones (2.0).  Para el sistema acoplado el diagrama es similar al 
anterior, pero en este ya van dos bloques de control, uno para cada variable. 
 
4.2.2  Identificación y control MIMO en línea 
Para este se montan los controladores adaptativos independientes, sobre un 
mismo programa.  Sin embargo este no funciona de manera adecuada debido a 
que la perturbación que ejerce una variable sobre la otra impide que el sistema se 
identifique y por ende que se pueda controlar.   
 
4.3  Controlador mixto 
Para dar solución al problema anterior se propone un controlador mixto, es decir 
un controlador con una parte adaptativa y otra fija, como el que se muestra en la 
figura 4.7. 
Para este caso se escogió el controlador adaptativo para la cabeza, debido a que 
es el que menos se ve afectado por las perturbaciones realizadas en el control de 
la otra variable.  Y se dejó el controlador de la cola fijo, por su rápida respuesta. 
 
Figura 4.7  Esquema de un controlador mixto.  Fuente: autores. 
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Capítulo 5 
 
Pruebas y resultados 
 
Para probar el desempeño de los controladores se plantea una serie de pruebas, 
las cuales consisten en llevar el sistema a una referencia específica, tomando el 
tiempo que tarda el proceso en realizar esta acción y el error obtenido una vez la 
salida estabilice.  Hecho esto se procederá a perturbar el proceso y se tomaran 
nuevamente las medidas mencionadas.  Esta prueba se repetirá al menos tres 
veces en puntos de referencia diferentes con el fin de observar la adaptación del 
sistema en diferentes puntos de operación. 
El procedimiento anterior aplica tanto para los controladores independientes como 
para los acoplados. 
 
5.1  Pruebas para controlar la posición angular de la cabeza  
A continuación se plantea una tabla en la cual se consignaran los valores medidos 
en las pruebas, comparando los resultados del controlador fuera de línea y en 
línea para la regulación de la posición angular de la cabeza del helicóptero. 
En donde a pesar de que las respuestas del proceso fueron un poco lentas, 
teniendo en cuenta la alta velocidad de reacción del sistema. Tanto el controlador 
fuera de línea como el controlador en línea, estabilizaron la señal de salida con un 
error que no supera la unidad.  
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  Control fuera de línea  Control en línea 
  
Cabeza del 
helicóptero   
Posición 
angular 
Tiempo 
de 
respuesta 
|Error|  
Posición 
angular 
Tiempo 
de 
respuesta 
|Error|  
Prueba 1 
Referencia -5°  -4.94°  10 s  0.06  -5.14° 4 s  0.14  
Perturbación   -4.7° 6s   0.3 -4.96° 7 s  0.04 
Prueba 2 
Referencia -10°   -9.94° 5 s   0.06 -9.37° 5 s  0.63  
Perturbación  -9.93° 5 s  0.07   -10.6° 10 s   0.07 
Prueba 3 
Referencia 20  19.15°  12s   0.85  19.6° 6 s   0.4 
Perturbación  19.39° 6s   0.61  20.05° 11 s   0.05 
Tabla 5.0  Datos medidos en la prueba de control para la posición angular de la cabeza.  
Fuente: autores. 
En la siguiente grafica se puede apreciar la respuesta del sistema en línea ante 
una entrada escalón y una perturbación.  En ambos casos  la acción de control 
corrigió el error y estabilizo el sistema.        
 
Figura 5.0  Graficas de comportamiento de la cabeza controlada.  Fuente: autores. 
 
5.2  Pruebas para controlar la posición angular de la cola  
La siguiente tabla contiene los valores medidos en las pruebas realizadas a la 
cola.  En esta se puede apreciar que el error supera la unidad, sin embargo sigue 
considerándose pequeño teniendo en cuenta que el rango de operación para este 
proceso es de -120° a 120°.  Además se observa que el controlador fuera de línea 
respondió más rápido en la mayoría de los casos experimentados.   
A pesar de que la cola cuenta con un rango de operación bastante amplio, los 
controladores se comportan de manera similar a largo de este.  Como se puede 
apreciar en la figura 5.1, el sistema de control tiende corregir el error de estado 
estacionario en cualquier region de operación del proceso. 
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  Control fuera de línea  Control en línea 
  
Cola del 
helicóptero   
Posición 
angular 
Tiempo 
de 
respuesta 
|Error| 
Posición 
angular 
Tiempo 
de 
respuesta 
|Error|  
Prueba 1 
Referencia 20°  21.06°  3 s  1.06 20.7° 6 s  0.7  
Perturbación   21.02° 11 s   1.02 19.84° 11 s   0.16 
Prueba 2 
Referencia 60°   60.184° 5 s   0.184 59.73° 9 s   0.27 
Perturbación  60.3° 8 s   0.3  60.89° 10 s   0.89 
Prueba 3 
Referencia -80  -81.7°  9s   1.7  -81.05° 10 s   1.05 
Perturbación  -79.68° 14s   0.32  -81.69° 9 s   1.69 
Tabla 5.1  Datos medidos en la prueba de control para la posición angular de la cola.  
Fuente: autores. 
 
 
Figura 5.1  Graficas de comportamiento de la cola controlada.  Fuente: autores. 
 
5.3  Prueba para controlar el sistema acoplado 
Teniendo en cuenta la buena adaptabilidad del controlador en línea de la cabeza y 
la rápida respuesta del controlador fuera de línea de la cola, se decide acoplar 
estos dos sistemas.   
La tabla siguiente muestra los datos obtenidos al variar los puntos de referencia, 
donde el tiempo mostrado es el periodo que tardaron ambas variables en 
estabilizarse.  Como se puede observar los errores continúan siendo mínimos a 
pesar del fuerte acople del mecanismo.    
En la figura 5.2 la gráfica control x, representa el movimiento angular de la cabeza 
del sistema, donde se puede detallar que a pesar de los fuertes movimientos 
realizados en el control de la cola, visualizado en la gráfica control z, esta trata de 
conservar el sistema en su punto de referencia, mostrando así su buena 
adaptabilidad ante las perturbaciones. 
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 Sistema acoplado 
    Control mixto  
Posición 
angular 
cabeza 
Posición 
angular 
cola 
Posición 
angular 
cabeza 
Posición 
angular 
cola 
Tiempo de 
respuesta 
|error|  
Prueba 1 
Referencia  5° -20°  5.6°  -19.2°  8 s   0.6 – 0.8 
perturbación   4.92° -20.4°   15 s  0.08 – 0.4 
Prueba 2 
Referencia  10° 40°  9.2°  39.89°  10 s   0.8 – 0.11 
perturbación   10.7°  41.1° 12 s   0.7 – 1.1 
Prueba 3 
Referencia  -10 20   -9.9° 19.1°  15 s  0.1 – 0.9 
perturbación   -10.5°  20.6°  20s  0.5 – 0.6 
Tabla 5.2  Datos medidos en la prueba de control para el sistema acoplado.  Fuente: autores. 
 
 
Figura 5.2  grafica de comportamiento de sistema acoplado.  Fuente: autores. 
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Conclusiones 
 
 Para la identificación de los parámetros del proceso se debe tratar de tener 
señales con poco ruido y mover el sistema alrededor de todo su rango de 
operación, con el fin de captar todas las dinámicas que presenta el sistema.  
 
 Las técnicas de identificación paramétrica producen modelos matemáticos 
de sistemas de manera confiable, siempre y cuando se realice una buena 
identificación.  Presentando una buena alternativa a los modelos realizados 
a partir de las leyes físicas, los cuales implican gran complejidad y buen 
conocimiento de la planta.  Además por medio de la identificación 
paramétrica se pueden incluir en el modelo las dinámicas del sistema no 
detectadas a simple vista, perturbaciones y variaciones en el tiempo, lo cual 
adiciona robustez al control.  
 
 Durante este proceso se realizó el diseño de los controladores de manera 
independiente para luego acoplarlos, obteniendo resultados positivos a la 
hora de estabilizar el sistema.  Sin embargo, si se desea un control con 
mejor tiempo de respuesta y menor interacción entre sus variables, se debe 
optar por el diseño de controladores hechos a partir de un modelo acoplado 
que permita amortiguar los efectos de todas las entradas. 
 
 La construcción de prototipos brinda a los estudiantes la oportunidad de 
enfrentarse a problemas físicos que son obviados en el momento del diseño 
y la simulación, los cuales brindan un mejor entendimiento del sistema y 
permiten determinar con mayor facilidad la forma de operación del proceso.  
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Apéndice A 
 
Conceptos generales  
 
Control adaptativo 
Intuitivamente un controlador adaptativo se puede definir como un controlador que 
puede modificar su comportamiento en respuesta a cambios en la dinámica del 
proceso y las  perturbaciones.  Sin embargo, un controlador con realimentación 
también puede reducir estos efectos, pero no puede considerarse adaptativo 
debido a que estos cuentan con una ganancia constante de realimentación, la cual 
debe ser definida a partir de un modelo aproximado del sistema que por lo general 
es lineal o linealizado.  Es decir que estos controladores solo son eficientes 
cuando se pretende regular un sistema en un punto de operación fijo. [3] 
Por tanto cuando existen partes del sistema cuya variación no se conoce, se 
puede optar por usar un controlador adaptativo.  El cual cuenta con parámetros 
ajustables y un mecanismo para ajustar dichos parámetros.  Permitiendo así una 
mejora de la linealización local (modelamiento de un sistema no lineal como si 
fuera lineal mediante un punto de operación) reconociendo la existencia de no 
linealidades y adaptando sistemáticamente el controlador con respecto a las 
variaciones del proceso. [4] 
Un sistema adaptativo básico como el mostrado en la ilustración 1 está compuesto 
por dos lazos de realimentación, uno es el bucle de regulación convencional y el 
otro es un lazo que permite ajustar los parámetros del controlador.  Lo cual 
contribuye a asegurar la estabilidad del sistema y mejorar la actuación del 
conjunto. 
 
Ilustración 1.  Esquema básico de un sistema de control adaptativo.  Fuente: autores. 
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Los controladores adaptativos se pueden dividir principalmente en dos grupos: 
controladores adaptativos con modelo de referencia (MRAC) y reguladores auto-
ajustables (STR). 
Controladores adaptativos con modelo de referencia (MRAC) 
Estos controladores intentan alcanzar para una señal de entrada definida, un 
comportamiento en lazo cerrado dado por un modelo de referencia. [4] 
 
Ilustración 2.  Diagrama de bloques de un controlador adaptativo con modelo de referencia.  
Fuente: autores. 
En la ilustración 2 se puede apreciar el diagrama de bloques de un MRAC.  Este 
sistema compara el comportamiento del modelo de referencia con el 
comportamiento del sistema ajustable generando un error, el cual debe ser 
reducido por el mecanismo de control elegido y el ajuste de los parámetros del 
sistema.   
 
Sistemas de control por realimentación de variables de estado 
El propósito de la realimentación de variables de estado es solucionar dos 
problemas de control: el problema de regulación y el problema de seguimiento.  El 
problema de regulación consiste en llevar todas las variables de estado a un valor 
cero, lo cual permite reducir las perturbaciones de carga y las fluctuaciones 
creadas por el error en la medida que se inyecta al sistema debido a la 
realimentación.  El problema de seguimiento busca que el sistema pueda seguir 
un comando de referencia. [5] [6] 
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Regulación por realimentación de estado 
Para el desarrollo del regulador se supone un modelo discreto de la forma. 
                                                (6.0) 
                                                             (6.1) 
Donde u representa las variables de control, x el vector de estados, y la salida del 
sistema y ϕ, Γ y C son matrices constantes. 
Con un polinomio característico de la matriz ϕ definido por: 
            
                                      (6.2) 
Para modificar los valores propios del sistema, de tal manera que se obtenga un 
sistema estable con unos parámetros de respuesta acordes a los criterios de 
diseño, se debe comparar el polinomio característico (6.2) con un polinomio 
característico deseado en lazo cerrado. [7]  Como el que se observa en la siguiente 
ecuación. 
            
                                     (6.3)  
Para tal fin se especifica la información disponible para la señal de control, 
haciendo uso de la siguiente ley de control. 
                                                             (6.4) 
Una forma para calcular los valores de L, es haciendo uso de la fórmula de 
Ackermann, donde si el sistema es alcanzable, hay una realimentación lineal que 
da un sistema en lazo cerrado con el polinomio característico P(z).   
  [      ]  
                                                    (6.5) 
En donde P(ϕ) corresponde a: 
           
                                   (6.6) 
Y Wc es la matriz alcanzable del sistema que está definida por: 
   [       
    ]                                                (6.7) 
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Observadores 
Para el control con reubicación de polos se asume que los estados son medibles, 
sin embargo, esta suposición es poco realística.  Por lo cual se deben estimar 
estos valores haciendo uso de un observador. [6] 
Un observador es un subsistema de un sistema de control, que permite estimar los 
valores de las variables de estado a partir de los valores medidos de las salidas y 
la señal de control del proceso, siempre en cuando el sistema sea observable. [8] 
Supóngase que el estado x es aproximado por el estado  ̃ de un modelo dinámico 
de la forma (6.8) y (6.9), representando un observador en lazo abierto. 
 ̃        ̃                                                  (6.8) 
 ̃      ̃                                                                 (6.9) 
Donde sí los elementos de las matrices  ϕ y Γ son idénticas a las del sistema y si 
las condiciones iniciales son las mismas, entonces el estado aproximado será 
idéntico al del sistema real.  Si las condiciones iniciales son diferentes la propia 
dinámica del sistema hará que la aproximación del estado tienda al valor real del 
mismo, solo si el sistema es estable. [6] 
Para mejorar el rendimiento del observador se puede hacer uso de las salidas 
medidas, reconstruyendo la ecuación (6.8) de la forma: 
 ̃        ̃                   ̃               (6.10) 
 
Ilustración 3.  Reconstrucción del estado usando un sistema dinámico. [6] 
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Donde K es una matriz de ganancias.  La cual es escogida de tal manera que 
mejore el rendimiento y estabilidad del sistema, es decir, que haga que el error 
entre el estado aproximado de un sistema y el valor real tienda a cero, aun si el 
sistema es inestable. 
La Ilustración 3 muestra la reconstrucción del modelo del observador de un 
sistema dinámico.  
Para el cálculo de los valores de K, se usa el mismo principio que se usó para 
determinar los valores de L.  Donde los polos del observador deben permitir que el 
sistema se recupere rápidamente de los errores iniciales, pero que tengan poca 
sensitividad ante los errores de medida.  Usando la fórmula de Ackermann se 
obtiene un K de la forma: 
        
  [      ]                                                     (6.11) 
Donde Wc es la matriz observable del sistema que está dada por: 
   [
 
  
 
     
]                                                                                         (6.12) 
 
Sistemas de seguimiento 
Con la regulación por realimentación de estado se logra eliminar algunas 
perturbaciones y conducir los estados del sistema a cero.  Sin embargo estos 
sistemas son incapaces de seguir una señal de referencia diferente de cero.  Por 
lo cual se hace necesario alterar el comportamiento del controlador de manera que 
haga que los estados y las salidas del sistema respondan de manera específica 
ante un comando de referencia. 
 
Ganancia del sistema en lazo cerrado 
Una modificación simple del sistema se puede ver en la ecuación (6.13), donde la 
señal de referencia es alterada por una ganancia que le permite alcanzar el estado 
deseado. [7] 
        ̃                                                        (6.13) 
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Donde r es el comando de referencia. 
Con esta modificación considérese un sistema en lazo cerrado de la forma: 
                                                            (6.14) 
                               
                     ̃        ̃                   ̃     
                            ̃           
El cual es representado en el siguiente diagrama de bloques: 
 
Ilustración 4.  Diagrama de bloques simplificado para un modelo simple de seguimiento con 
regulación y observador. [6] 
Para el cálculo de la ganancia Lc se aplica el teorema del valor final sobre la 
función de trasferencia del sistema en lazo cerrado, asumiendo r como un escalón 
unitario. 
              
                                              (6.15) 
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Apéndice B 
 
Fichas técnicas 
Tarjeta Arduino uno: [10] 
 Microcontrolador: ATmega328. 
 Voltaje de operación: 5V. 
 Pines digitales: 14 (6 de ellos se pueden usar como PWM). 
 Entradas análogas: 6. 
 Corriente DC pines: 40mA. 
Ardumoto: [11] 
 Controla 2 motores.  
 Puente H L298. 
 Permite 2A por canal. 
 En la siguiente imagen se muestra los pines de conexión del Arduino y del 
driver. 
 
Ilustración 5.  Esquema de conexiones Ardumoto. [11] 
Giroscopio MPU 6050: [12] 
 Escala del giroscopio: ±250, ±500, ±1000 y ±2000 °/sec. 
 Corriente de operación del giroscopio: 3.6mA.  
 Comunicación: I2C. 
 Voltaje nominal: 2.375V-3.46V. 
 Diagrama de bloques de la representación del giroscopio. 
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Ilustración 6.  Diagrama de bloques del giroscopio. [12] 
Motores: [13] 
 Voltaje nominal: 20V 
 Revoluciones: 14010 RPM  
 Corriente: 1.06 A. 
 Torque: 9.56 mN-m. 
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Apéndice C 
 
Códigos 
 
Código control fuera de línea 
a=[1.9304 -0.9728 0.0401; 1 0 0; 0 1 0 ]; 
b=[1;0;0]; 
c=[-0.0188 0.0046 0.0172]; 
% Accion integral 
% Ganancia L=0.3, Ka=0.85; 
L=[675.8274;652.1657;622.6194]; 
K=[-0.6696 1.2878 -0.6154]; 
Ki=0.3286; 
N1=K*X(:); 
N2=c*X(:); 
Ei=Ei + 0.1*(R-Y); 
U=-N1(1,1) +Ki*Ei; 
S=a*X(:)+b*U+L*(Y-N2(1,1)); 
X=S(:,1); 
 
Código control en línea 
%  Identificación del sistema usando mínimos cuadrados 
phi=[-X_1 -X_2 -X_3 U_1 U_2 U_3]; 
Xe=phi*theta'; 
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s=phi*PK*phi'; 
s1=PK*phi'; 
s2=s1(1:6,1); 
theta=theta+s2'/(1+s(1,1))*(X-Xe(1,1)); 
PK=PK-PK*phi'*phi*PK/(1+s(1,1)); 
%  Controlador del sistema 
a1=theta(1) 
a2=theta(2) 
a3=theta(3) 
b0=theta(4) 
b1=theta(5) 
b2=theta(6) 
A=[-a1    -a2    -a3;1.0000 0 0;0 1.0000 0] 
B=[1;0;0] 
C=[b0    b1   b2] 
zeros=[0;0;0] 
Aa=[A zeros;-C*0.1 1] 
Ba=[B;0] 
[ka]=acker(Aa,Ba,[0.85 0.85 0.85 0.85]) 
k=[ka(1,1)    ka(1,2)   ka(1,3)]; 
ki=-ka(1,4); 
L=acker(A',C',[0.2 0.2 0.2])' 
n1=k*x(:); 
n2=C*x(:); 
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ei=ei+0.1*(R-X); 
U=-n1(1,1)+ki*ei; 
s=A*x(:)+B*U+L*(X-n2(1,1)); 
x=s(:,1); 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
53 
 
Bibliografía 
 
[1] Bedoya González, Alvaro José.  Marin López, Ángelo Antonio.  Diseño y control 
multivariable de un helicóptero de dos grados de libertad.  Pereira, Colombia.  
2013.  Presentado en la universidad tecnológica de Pereira para optar al título de 
tecnólogo en mecatrónica. 
[2] Twin Rotor MIMO system, control experiments.  Feddback instruments limited.  
[3] Aström, Karl J and Wittenmark, Björn. Adaptive Control. Second edition. 
Mineloa, New York: Dover Publications inc, 2008. 590 p. 
[4] Rodríguez Rubio, Francisco y López Sánchez, Manuel Jesús. Control 
adaptativo y robusto. Primera edición. Sevilla, España: Universidad de Sevilla, 
1996. 381 p. 
[5] Giraldo Buitrago, Didier. Giraldo Suarez, Eduardo. Teoría de control análogo. 
Primera edición. Pereira, Colombia: Universidad Tecnológica de Pereira, 2010. 
299 p. 
[6] Giraldo Buitrago, Didier. Giraldo Suarez, Eduardo. Teoría de control digital. 
Primera edición. Pereira, Colombia: produmedios, 2012. 262 p. 
[7] Escobar Dávila, Luisa Fernanda.  Montoya Giraldo, Oscar Danilo.  Control 
híbrido del péndulo de Furuta.  Pereira, Colombia.  2012.  Proyecto de grado 
presentado como requisito para optar por el título de Ingeniero (a) Electricista. 
[8] Rodríguez Ramírez, Daniel.  Bordóns Alba, Carlos.  Apuntes de ingeniería de 
control.  {En línea}.  {02 de mayo del 2014}.  Disponible en: 
(http://www.esi2.us.es/~danirr/apuntesIC4.pdf). 
[9] Albarracín Ávila, Danna Lisseth.  Control de sistemas multivariables aplicado a 
un generador eólico conectado a un sistema de potencia.  Pereira, Colombia.  
2013.  Proyecto de grado presentado como requisito para optar por el título de 
Ingeniero (a) Electricista. 
[10] Arduino uno.  {En línea}.  {4 de mayo del 2014}.  Disponible en: 
(http://arduino.cc/en/Main/arduinoBoardUno). 
54 
 
[11] Ardumoto.  {En línea}.  {4 de mayo del 2014}.  Disponible en: 
(https://www.sparkfun.com/datasheets/DevTools/Arduino/Ardumoto_v13.pdf). 
[12]  Giroscopio MPU 6050.  {En línea}.  {4 de mayo del 2014}.  Disponible en: 
(http://www.invensense.com/mems/gyro/documents/PS-MPU-6000A-00v3.4.pdf). 
[13] Motores.  {En línea}.  {4 de mayo del 2014}.  Disponible en: 
(http://www.mopselectric.com/ebay/rs385sh2.pdf). 
[14] Nathan_B.  LIFA MPU 60X0.  {En línea}.  {4 de mayo del 2014}.  Disponible 
en: (https://decibel.ni.com/content/docs/DOC-34263). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
